
SULLA TEORICA DEI MOMENTI D'INERZIA 

NOTA 

del Socio Ordinario G. Battaglini. 

(Adunanza del di 4 marzo 1871) 


Estratte dal Rendiconta della R. Accademia delle Scienze fisiche e matematiche 
Fascicolo 3*— Mario 1871 


In continuazione delle Note inserite nel Rendiconto (fascicoli di febbraio, 
maggio ed agosto 1869, maggio ed agosto 1870) relative alla Statica ed 
alla Cinematica dei sistemi di forma invariabile, passiamo ora a trattare la 
Dinamica dei medesimi sistemi. Incominceremo dalla teoria geometrica dei 
momenti d’inerzia. 

1 . Chiamiamo momento d'inerzia di una massa g rispetto ad un punto p 
(di coordinate a, b, c, d) la somma g0(pp) dei prodotti di ciascun elemento 
dg della massa (di coordinale a,, 6 j( e,, d,) pel quadralo della sua distanza 
p,p da quel punto. Ponendo 

f i =-be i — cb i , . . . t,= ad, — da, , . . . 

si ha 

p, p* = (/,bc cosi 1 , ad cos 1 ■+■ . . .)’ , 

sarà quindi 

(1) p5 (pp) i/,bc cos f -h ... -t- 1, ad cos 1 + ...)’ dji . 

Osservando che per un punto qualunque p, e per duo punti arbitrarii 
p', p', si ha identicamente 

((b'c, — c‘ bjbccosf +...}* — j(6’c,— c'òjbccosf 
( (b'c'— c’ b*)bc cos t + ...){ (b'c, — c' I>)bc cos 1 4 - . . . j -f- 
((b'c" — c'b")bc cosf-t-. . . ) ((b'c,— c"b,)bccosf-l-... j , 

se si pone 

• .“d,=/d,dp , 

si troverà 

(2) ®(P'P')— ®(P" P") = P.P'*— P-P"”- 

Il punto p 0 (di coordinate a ot b ol c„, d a ) dicesi centro d’inerzia (centro 
di gravità) della massa g. In generale se p t , p„ . . . sono i centri d’inerzia 
delle masse g„ g,, ... e si pone g=g,-t-g,-l-. . . , il punto p 0 determinato 
dalle coordinate 

= g,o,+ (*,a, -t- f*d. = 8.d. ■+*t*»d» 

è il centro d’inerzia del sistema delle masse g t , g„ ... 
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Rispetto ad un piano qualunque P si ha pel centro d'inerzia la proprietà 
espressa dall'equazione 

pp u P=/p,Pdf> , o generalmente |»p u P = (*,p,P+f 1 1 p,P -+-... 

In un punto p concorrano più forze rappresentate dalle sue distanze dai 
punti p, , p,, . . . p . . . , moltiplicate rispettivamente per p,, p,, .. .fi,. . . ; 
sarà 

. • • • 

la risultante di quelle forze sarà quindi rappresentata dalla distanza di p 
dal centro d'inerzia p„, moltiplicala per p. 

Dalla forinola (2) , che dà la relazione tra i momenti d' inerzia di una 
massa rispetto a due punti diversi, si deduce che il minimo di tali momenti 
ha luogo pel centro d’ inerzia. 

Ponendo simbolicamente 

Y,ta)=b abeosh — c cacosg + d adcosl , Y (b)= cbccosf— a,ahcosh-t-dbdcosm, 
3) 

T,(c)=o,cacosg- b,bccosf +dcdcoan , T i (d)= — a ( adcosl— b.bdcosm— c.cdcosn , 
l'equazione (1) prenderà la forma 

(PP) =J* { oT,(») +b T,(b) + cv, (c)+dv,(d) j’dp , 

f*5(aa)=/T 1 (aa)dji .... uO(dd)=/<l,(dd) d* , 
pS(bc)=/V i (bc)di< , . . . u'i (cd) =JV (cd) d? , 

6 (PP) = { <•* (a) + M (b) 4- cS (c) -+- do (d) j * . 

A questa equazione polendosi dare la forma 

» = {a«(a)-t-M(b) + c5(c) + d?(d)}*— 6(pp)(a+b+c+d)*=0 , 
si fa manifesto che tult'i punti p per i quali il momento d’inerzia ha un 
determinato valore 8(pp) appartengono ad una superficie di 2° grado s [la 
quale è una superficie sferica per la proprietà espressa dalla relazione (2)] 
e variando 6(pp) si avrà una serie di superficie di 2° grado s, che hanno 
(ulte una stessa linea d'intersezione. 

Tra le superficie della serie vi è la superficie immaginaria rappresentata 
dall’ equazione 

s r = [ all (a) + bo (b) + co (c) -t- di (d) } * = 0 , 
che è il luogo dei punti p di momenti d'inerzia nulli, e l’altra superficie rap- 
presentata dall’equazione 

*. = (a+b+e+d)’ = 0 , 

che dinota una coppia di piani coincidenti col piano all’infinito. Segue da 


e ponendo 
(3) 

verrà 

(*) 
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ciò che tulle le superfìcie s della serie sono concentriche ; il centro comune 
è il centro d'inerzia della massa. 

Se il tetraedro fondamentale cui si riferisce il sistema è un tetraedro 
coniugato rispetto alla superfìcie s„, si avranno le condizioni 
9(bc) = 0, 9(ca) = 0. 0 (ab) — 0 , 

( 5 ) 

o(ad) = 0 , 0(bd) = O, 9(cd) = 0, 

c quindi rispetto ad un punto qualunque p il momento d’ inerzia sarà dato 
allora da 

(6) o (pp) — a* o (aa) + b* 9 (hb) + c" « (cc) + d* e (dd) . 

I punti p di un piano P rispetto ai quali il momento d'inerzia ha un 
determinato valore 0(pp) appartengono al circolo secondo il quale il piano 
P sega la superficie * della serie corrispondente al valore fl(pp) ; variando 
questo valore tutti quei circoli hanno il centro comune, il piede cioè della 
per|>endicolare abbassata sul piano P dal centro d’inerzia della massa. A 
questo centro comune, tra lutt’i punti del piano P, corrisponde il minimo 
momento d’inerzia; lo diremo punto principale corrispondente al piano P. 

I punti p di una retta r rispetto ai quali il momento d'inerzia ha un deter- 
minato valore fl(pp) sono i due punti d'incontro della retta r con la super- 
ficie s della serie corrispondente al valore 0(pp); variando questo valore 
tutte quelle coppie di punti hanno il centro comune, il piede cioè della per- 
pendicolare abbassata sulla retta r dal centro d'inerzia della massa. A que- 
sto centro comune, tra tutt’i punti della retta r, corrisponde il minimo mo- 
mento d' inerzia; lo diremo punto principale corrispondente alla retta r. 

Un punto qualunque p è principale rispetto al piano P condotto per esso 
perpendicolarmente alla rotta che congiunge p col centro d'inerzia della 
massa, cd è principale rispetto a tutte le rotto r condotte per p in P. 

2. Chiamiamo momento d’inerzia di una massa p rispetto ad un piano 
P (di coordinale A, H, C, D) la somma p6(PV) dei prodotti di ciascun ele- 
mento dp della massa (di coordinate a,, 6,, c,, (!,) pel quadrato della sua 
distanza p,P da quel piano. Essendo 

p,P — flj /la A + BbB ^-c,CcC 4- d^DdH , 

sarà quindi 

(1) p«(PP) =J'(a,/laA + b, BbB 4- c.CcC +d,MD)‘dp . 

Osservando che per un punto qualunque p, e per due piani paralleli ar- 
bitrerò P', P”, (indicando con P'P' la loro distanza scambievole) si ha 
identicamente 

(a,/l'a A -h . . .)’ — (a, A"aA 4- . • ■)*= 

P' P' [ (a.A'aA 4- . . .) 4 (o. A'aA 4- . . .) ) , 
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se si pone come sopra 

(‘ 0 .=/«< ci /‘ . • f‘ c .=/ c . d r‘ . F d ,=/ dd , u . 

si troverà 

(2) p.P". 

Da questa forinola, che dà la relazione tra i momenti d'inerzia di una 
massa rispetto a due piani paralleli, si deduce che, tra più piani paralleli, 
quello che dà il minimo momento d'inerzia passa pel centro d'inerzia della 
massa. 

Ponendo nell'equazione (1) 

frf(AA)=/a* aA’dfi ^(DD)=//dD*<l(. , 

(3) 

p9(BC) =/t>,c,bB.cCdf* .... ^«(CDJrs/^djCC.dDd^ , 

verrà 

(4) o (PP) = { AO (A) 4- DO (B) + Co (C ) + Dì (D) ) * . 

A questa equazione potendosi dare la forma 

S={A0(A)+...}*— 9(PP)(Aco6A+-...) , =0, 

si fa manifesto che tull'i piani p per i quali il momento d'inerzia ha un 
determinato valore 0(PP) toccano una superficie 5 di 2° grado, e variando 
0(PP) si avrà una serie di superficie di 2° grado S tutte inscritte in una 
stessa superficie sviluppabile. 

Tra le superficie della serie vi è la superficie immaginaria rappresentata 
dall’equazione 

S. = { Ai (A) + J39 (B) + CO (C) + DO ,D) ) ’= 0 , 

che è l’inviluppo dei piani P di momenti d'inerzia nulli, e l'altra superficie 
immaginaria rappresentata dall' equazione 

S„= (AcosA + i?cosB + CcosC + DcosD)’=0 , 

che dinota il circolo immaginario all'infinito. Segue da ciò che tutte le 
superficie S della serie sono omofocali. 

Se il tetraedro fondamentale, cui si riferisce il sistema, è un tetraedro 
coniugalo rispetto alla superficie S a , si avranno le condizioni 

6(BC)=0, 6(CA)=0, s(AB) = 0 , 

(5) 

9(AD)=0 , 0(BD)=O, 9(CD)=0, 

c quindi rispetto ad un piano qualunque P il momento d’ inerzia sarà dato 
allora da 

(6) 0(PP) = A*«(AA) + 23’9(BB) + C , e(CC)+X) , 6(DD) . 

Se il tetraedro fondamentale è ad un tempo coniugato rispetto alla su- 
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perfide S„, e rispetto al circolo immaginario all'infinito (e quindi coniugato 
rispetto a tutte le superficie S della serie) esso sarà ortogonale , vale a dire 
una delle sue facce sarà il piano all' infinito, e le altre tre saranno i Irò 
piani diametrali principali comuni a tutte le superficie .S\ Supponendo D il 
piano all'infinito, le tre ultime condizioni (5) esprimeranno che il centro 
comune delle superficie S è il centro d' inerzia della massa. 

Paragonando le formule (3) con le altre forinole (3) del numero prece- 
dente, si avranno le relazioni simboliche 


abcosh cacosg , _ adcosl 

«(a) = « (B) - bB »(C) — -2- + »(D) - Td - 


becosf abcosh bdcosm 

0(b) = »(C)- cC 0(k) — h5(B) — jg . 

( 7 ) 

, , , .... cacosg bccosf cdcosn 


adcosl ...bdcosm , cdcosn 
•(4)=-«(A)_ — «m-g — *«-*- , 

per mezzo delle quali si potranno esprìmere le quantità fl(aa), 0(ab),...6(dd) 
in funzione di 0(AA), ©(AB), ... 0{DD), e viceversa, l.e Ibrmolc diventano più 
semplici quando il tetraedro fondamentale è coniugato rispetto ad una delle 
superficie S„, o pure è coniugalo rispetto ad entrambe, nel qual caso 
esso coincide col tetraedro ortogonale di cui pocanzi si è parlato. 

I piani P condotti per un punto p, e rispetto ai quali il momento d’iner- 
zia ha un determinato valore 6)PP), inviluppano la superficie conica circo- 
scritta alla superficie S della serie corrispondente al valore © (PP); variando 
queslo valore tutte quelle superficie coniche sono omofocali; i loro tre piani 
diametrali principali comuni sono i piani tangenti in p alle Ire superficie S 
della serie che passano per p , c le loro (re coppie di rette forali comuni 
( una coppia reale e due immaginarie) sono le Ire coppie di generatrici ret- 
tilinee per quelle Ire superficie S che passano per p. 

I piani P condotti per una retta R, e rispetto ai quali il momento d'iner- 
zia ha un determinato valore 6 (PP) , sono i due piani condoni per R che 
toccano la superficie 5 della serie corrispondente al valore fi [PP); variando 
questo valore tulle quelle coppie di piani hanno gli stessi piani bisettori, 
i quali sono i piani tangenti condotti por R alle due superficie 5 che toccano 
tale retta. 

Riprendiamo l’equazione della superficie S 

S = (ylS(A)-l-...}*— 5(PP)(4cosA + ...)*=0 ; 
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indicando con [a, b, e, d) le coordinate del punto di contatto di S col suo 
piano tangente di coordinate [A, lì, C, D) si avranno le condizioni 

dS dS dS dS 

d'A dU dC dD 

uaA — i/bB ~ ccC ~ ddD ’ 

(8) 

a AaA -+- bfibB ■+- cCcC + di ) dD = 0 , 

quindi eliminando tra esse ( A , II, C, D) si avrà per equazione della super- 
ficie S, Ira le coordinale [a, b, c, d) dei suoi punti, A = 0, essendo A = 

|6(AA) — 5(PP) , 0(AB)-<1(PP)C08 AB , 6(AC) -t(PP)cos AC , «(AD)— «(PP) cos AD , «aA 
j o (BA) -O(PP) cosBA, 0(BB)— «(PP) , !(BC) — «(PP) cosBC , «(BD) -«(PP) cosBD, bbB 
(9) «(CA) — 0(PP) cos CA , o (CB) — « (PP) cos C B , 0 (CC) — 0 (PP) , «(CD)-O(PP) eoa CD , ccC 
'.(DA)— 6(PP)cosDA , «(DB)-«(PP)cosDB ,0(DC)-«(PP)cosDC , !(DD) -«(PP).ddD 
oaA , IbB -, ccC , <ldD , 0 

Se tra i piani P(A,B, C, D) condotti per un punto p[a,b,e,d) si cercano 
quelli per i quali il momento d'inerzia corrispondente 0(PP) è in grado di 
massimo o di minimo (o più generalmente, per i quali il momento d'inerzia 
è a differenziale nullo) si avranno evidentemente per esprimere queste con- 
dizioni le stesse equazioni (8); adunque i piani richiesti P sono i piani tan- 
genti alle tre superficie 5 della serie che passano per p; li diremo i piani 
principali corrispondenti al punto P. I valori dei momenti d’inerzia O'PP) 
corrispondenti ai piani principali P sono le radici dell'equazione di 3° grado 
A=0. 

Come è noto*) le superficie S della serie che passano per un punto p si 
tagliano ortogonalmente, e sono un ellissoide, un iperboloide ad una falda, 
ed un iperboloide a due falde; l'ellissoide corrisponde alla radice massima 
dell'equazione A=0, l'iperboloide ad una falda alla radice media, e l'iper- 
boloide a due falde alla radice minima. I piani principali corrispondenti 
al centro d’ inerzia della massa sono i piani diametrali principali comuni 
a tutte le superficie omofocali S ; per un punto qualunque p di ciascuno 
di questi piani diametrali principali P, uno dei piani principali corrispon- 
denti coincide con P , e gli altri due, perpendicolari a P, passano rispet- 
tivamente per le tangenti delle due coniche condotte per p ed oniofocali 
alle sezioni prodotte da P nelle superficie S; per un punto qualunque p 
della comune intersezione di due dei piani diametrali principali P, due dei 
piani principali corrispondenti coincidono con quei due piani P, ed il terzo 
è perpendicolare alla loro comune intersezione. 

*) Soia lugli Assi principali. Giornale di Matematiche eie. Voi. IX. 
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Le linee focali comuni delle superficie S della serie sono un’ellisse, una 
iperbole, ed una conica immaginaria, poste rispettivamente nei piani prin- 
cipali corrispondenti al centro d'inerzia della massa, e di momenti d'inerzia 
massimo, medio e minimo; per un punto qualunque p dell’ellisse o del- 
l’iperbole focale (che è il vertice di un cono di rotazione circoscritto ad 
una qualunque delle superficie S della serie, e che ha per asse la tangente 
a quell'ellisse o a quell' iperbole) uno dei piani principali corrispondenti è 
il piano normale in p alla conica focato che si considera, e gli altri due 
sono due piani ortogonali qualunque condotti per la tangente in p alla me- 
desima conica focale. Per una tale posizione del punto p due delle radici 
dell’equazione A=0 sono eguali Ira loro, ed il loro valore comune è mo- 
mento d'inerzia comune a tutt'i piani P condotti per la tangente in p alla 
conica focale. Quando due dei piani principali corrispondenti al centro 
d’inerzia della massa hanno momenti d’inerzia eguali, sulla comune inter- 
sezione di quei piani, ad eguali distanze dal centro d’inerzia, vi sono due 
punti p, per ciascuno dei quali tre piani ortogonali qualunque possono 
considerarsi come i piani principali corrispondenti. Per una tale posizione 
del punto p le tre radici dell’equazione A=0 sono eguali tra loro, ed il loro 
valore comune è momento d’inerzia comune a tult’ i piani P condotti per p. 

Dn piano P assoggettato a passare per un punto p è principale in tre po- 
zioni diverse, ortogonali tra loro, quando è tangente cioè alle tre super- 
ficie A' della serie che passano per p; se il piano P è assoggettato a pas- 
sare per una retta R, esso è principale in due posizioni diverse, ortogo- 
nali tra loro, quando è tangente cioè alle due superficie S della serie che 
toccano R; finalmente se il piano P è dato, esso è principale rispetto ad 
un solo punto p , il punto di contatto cioè di P con l’ unica superficie S 
della serie che tocca tale piano. 

3. Dicesi momento d' inerzia di una massa g rispetto ad una retta R (di 
coordinate F, ... L, ...) la somma g8(RR) dei prodotti di ciascun elemen- 
to dn della massa (di coordinate a,, b,, r,, d,) pel quadrato della sua di- 
stanza p,R da quella retta. Ponendo simbolicamente 

*(g)=HcosB--GcosC + L cosD , ♦ (b)=.FcosC — /icosA-t-AfcosD , 

♦ (c)= Gcos A — F cosB-t- A'cosD , *(d) = — LcosA — A/cosB — A’cosC , 
si ha 

p R'(F senBC cosF + . . . -f-Lsen ADcosL +- ...)’= 

[ a, aA *(a) -+ b, bB *(b) -+- c,cC *(c) -t-d,dD+(d) j * , 

sarà quindi 

(1) pi (RR) (F sen BC cos F f { a, a Afta) + ...)* d? . 
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Se la retta R è perpendicolare al piano p nel punto p, si avrà evidente- 
mente 

C(RR) = #(pp)— S(PP) . 

Siano (R', R") due rette parallele, perpendicolari ai piani (P'.P") nei pun- 
ii (p', P"); sarà 

5(R'R’)='dp’p')-*(P'P') - (R” R') = 5 (p’ p”) — o tf" P') ; 

inoltre, se p„ è il centro d'inerzia della massa, si ha 

e (p' p-)— o (p- p*) = p p-- p p- , « ;P' P') - c (P* P') = p, P'*~ p, F” , 
quindi 

(2) C(R'R')_0(R*R')=(p p‘ , _p P")— (p p**— p.P"')=p„R”— p.R"\ 

Da questa formola che dà la relazione fra i momenti d’inerzia di una 
massa rispetto a due rette parallele, si deduce che, tra più rette parallele, 
quella che dà il minimo momento d’inerzia passa pel centro d'inerzia della 
massa. 

Ritenendo le notazioni precedenti, l'equazione (1) prende la forma 

5(RR)(FscnBCcosF + . . , 4 -Xsen AD cos L -f- . . .)* = 

(3) 

( « (A) ♦ f a) -i- « (B) + (b) 4- o (C) ♦ (c) + « (D) ♦ (d) j * , 
o pure, ponendo simbolicamente 

4(F)senBC -'/(B)cosC — 5(C)cosB , 6(L)senAD 8(A)cosD — 0(D)cosA, 

(4) &(G)scnCA = 0(C}cosA — S(A)cosC , 0(M)sen BD — 0(B)cosD — ' j(D)cosB , 
6(H)senAB = 8(A)cosB — 0(B)cosA , «(N)senCD=8(C)cosD — S(D)cosC , 

0{RR,(F scnBCcosF-t- . . . -4- Xsen ADcosL-t- . . .)’ = 

(5) 

{ FscnBC!>(F)4- . . . + Asen ADO(L) 4 - .. . j*. 

L'equazione (5), o sia 

P=[FscnBC5(F)4-. . . }* — 0(RR)(FsenBCcosF4-. . .)*=0 , 
fa manifesto che tutte le rette R per le quali il momento d'inerzia ha un 
determinalo valore 0(RR) costituiscono un complesso U di 2“ grado, e va- 
riando 0(RR) si avrà una serie di complessi di 2° grado U che hanno tutti 
una stessa congruenza di comune. 

Fra i complessi della serie vi è il complesso immaginario rappresentato 
dall'equazione 

{ FsenBC5(F) 4- . . . 4-Xscn AD0(L)-|- . . . }*=0 , 
che è costituito dagli assi R di momenti d’ inerzia nulli, e l'altro complesso 
immaginario rappresentato dall'equazione 

V . . =(FseuBCcosF-t-. . . 4 - AsenADcosL-h.. ,)‘=0 . 
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che dinota il circolo immaginario all’infinito. Tutt’i complessi V della se- 
rie li diremo perciò omociclici- omofocali. 

Se il tetraedro fondamentale , cui si riferisce il sistema, è coniugato ri- 
spetto alla superfìcie di 2° grado S 0 (inviluppo dei piani P di momenti d'i- 
nerzia nulli ) l’ equazione (3) si ridurrà a 


(0) 


G(BR)(.FsenBCco«F-t-. . . -t-Lsen ADcosL + .. .)*=: 
e ( A A) ♦ (aa) -t- 6 (BB) ♦(bb) + o ; CC) ♦ 'oc) -i- « (DD) ♦ (dd) . 


Ulteriori riduzioni si avranno se il tetraedro fondamentale, oltre di es- 
sere coniugato rispetto alla superficie S„, è coniugato ancora rispetto al 
circolo immaginario all’infinito. 

Le rette R condotte per un punto p , e rispetto alle quali il momento 
d'inerzia ha un determinato valore 8(RR), costituiscono una superficie co- 
nica di 2° grado 2. la superficie conica cioè costituita dalle rette R che 
passano per p nel complesso V corrispondente al valore 8(RR) ; variando 
questo valore tutte le superficie coniche 2 avranno quattro rette di co- 
mune, le intersezioni cioè delle due superficie coniche 2o e 2. (cono asin- 
totico di una sfera di centro p) corrispondenti ai complessi U 0 ed U m ; se- 
gue da ciò che le superficie coniche 2 sono omocicliche. Similmente le 
rette R condotte in un piano P, e rispetto alle quali il momento d’ inerzia 
ha un determinato valore 8(RR), inviluppano una conica a, la conica cioè 
costituita dalle rette R condotte nel piano P nel complesso U corrispon- 
dente al valore 8(RR); variando questo valore tutte le coniche a avranno 
quattro tangenti comuni, le tangenti comuni cioè alle due coniche a 0 e 
a. (i due punti ciclici all’infinito nel piano P) corrispondenti ai complessi 
V a ed V. ; segue da ciò che le coniche a sono omo focali. 

Per la relazione 8(RR)-t-fl(PP) = fl(pp) tra i momenti d’inerzia 8(RR) e 
8(PP) rispetto ad una retta R e ad un piano P, che passando per un punto 
p sono perpendicolari tra loro, è chiaro che se 8(PP) è in grado di mas- 
simo o di minimo, sarà 6(RR) in grado di minimo o di massimo. Adunque 
gli assi di momento d'inerzia in grado di massimo o di minimo (o meglio gli 
assi di momenti d’inerzia a differenziale nullo) corrispondenti ad un punto p, 
e che diconsi gli assi principali relativi al punto p, sono le intersezioni dei 
tre piani principali corrispondenti allo stesso punto. Per questa relazione 
semplicissima, ciò che si è detto innanzi intorno ai piani principali relativi 
ai diversi punti dello spazio, condurrà immediatamente alle proprietà cor- 
rispondenti degli assi principali relativi ai medesimi punti. 

Il luogo del punto p (a, b, c, d) pel quale uno degli assi principali ha un 
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determinato valore 0(RR), sarà dato dall'equazione A=0, in cui si pone 
per 9(PP) il valore dato dalla relazione 

6 (PP) = o (pp) — o (RR) = { a«(a) -t- . . . } * - 9 (RR) ; 

questa locale è la superficie delle onde luminose *). 

Cerchiamo finalmente la condizione che deve verificarsi affinché una 
retta r di coordinate . . .) sia asse principale rispetto ad uno dei 

suoi punti p. Indicando con P(.4, li, C, D) il piano perpendicolare ad r in p, 
dovrà una delle superfìcie S di 2° grado, della serie considerata nel nu- 
mero precedente, toccare P in p ; quindi osservando che il luogo dei poli 
del piano P rispetto a tutte le superficie S della serie è una linea retta 
perpendicolare a P, questa retta dovrà coincidere con r. Ora il polo (a, b, c, d) 
di P rispetto all’ una o all’altra delle superficie S 0 , S. della serie essendo 
determinalo dall’uno o dall’ altro sistema delle equazioni 

{ìÌWA)-h...}8(A) _ Uo(A)-k„}«(B) _ [it«(A)-l-..)t(C) _ (Ai(A)-t-.)«(D) 
aaA (<bB ccC ddD 

(dcosA-t-...)cosA (AcosA-+-...)cosB_ (AcosA-f-...)cosC (AcosA -K..)cosD 
aaA bbB ccC — ddD 

osservando che quando un punto (a, b, c, d) appartiene ad una retta 
si hanno le condizioni 

nb — mc + fd=0, le — na-+- jd=0 , 
ma— Ih + hd=0, fa+gb -+-hc=0 , 

(equivalenti a due sole distinte) si vedrà facilmente che, poste le espres- 
sioni simboliche 




( 7 ) 


r- l T+ h ^' 0 w=''£ + °^r +hJ §- 


cosB 

cosC 

cosD 

,cosC 

enei)' 1 . 

cosA 

bB m 

cC 4 

' “dF 

• lUSD Ir _*■ 

cC 

” aA 

cosA 

aA 

cosB cosD 

COSÀ 

, cosD =f — — 

aA 

cosB 
+ g "bF 


cosD 

' 15 “ * 

, cos C 
h — — , 
cC 


*) Nota cit. Giornale di Matematiche. 
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